Wieslaw P a s ew i c z (Szczecin)

ANALIZA DYSKRYMINACYJNA POPULACJI NORMALNYCH
PRZY NIEZNANYCH PARAMETRACH I NIEZNANYCH
PRAWDOPODOBIENSTWACH A PRIORI

1. Wstep

Zaiézmy, ze w populacji n; obserwowany wektor losowy z,

ma p-wymiarowy rozklad normalny z parametrami ﬁi’gi' dla
i=1,...,k. Dana jest obserwacja z, o ktérej wiemy, ze jest
obserwacja pochodzacg z jednej z k populacji Mgr=cerfys lecz
nie wiemy z ktdérej.

Niech q9; >0 (q1 +e0 ot q = 1) oznacza prawdopodobieristwo
a priori zdarzenia, ze obserwacja 2z pochodzi z populacji nye
natomiast f(5|£i,§i) niech oznacza funkcje gestodci wektora
losowego Ei' L w0 R e g Kie

W przypadku, gdy prawdopodobieristwa q; oraz funkcje
f(glgi,gi) 83 znane, to decydujemy, Ze obserwacja 2z pochodzi

z tej populacji, dla ktdérej prawdopodobieristwo a posteriori

qi f(5|gi:§1)

(1) P(n1 z) = .
L q; £(z|pseEs)
Sy s =3y

jest maksymalne.

Rozwigzanie to pokrywa sie z rozwigzaniem uzyskanym na dro-
dze minimalizacji ryzyka bayesowskiego (patrz np. Anderson
[1958], rozdz.6).
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Celem tej pracy jest podanie oszacowar prawdopodobiefistw
a posteriori P(ﬂili) w przypadku, gdy prawdopodobieristwa qy

oraz funkcje f(3|gi,§i) nie s znane, i = 1,...,k.

2. Metoda

Niech 21 oraz §i oznaczaja zwykle estymatory parametrdéw
Ly Ei uzyskane z préby o liczebnosci Ni’ i=1,...,k. Postu-
zymy sie bayesowskim estymatorem nieznanej funkcji gestosci
f(£|21'§1)' i=1,...,k. Wwiadomo, ze gdy posiugujemy sie kwa-
dratowg funkcjg straty, to bayesowski estymator funkcji gestoé-
ci f(z|p;s,Z;) Jest réwny wartodci oczekiwanej tej funkcji
wzgledem rozkladu a posteriori parametréw w niej wystepujacych.
Oznaczmy ten estymator przez h(z|z;,S;), 1 = 1,...,k.

Mamy
(2) h(EiZﬁi) - fff(!lﬂilgl) t(_gi,_)?._iliip§i)d_gi d;_il

gdzie t(ﬂr£i|ii’§i) jest funkcja gestodci rozkladu a poste--
riori parametréw BieZye g0 o 3

Przyjmujgc, 2e funkcja gestosci %acznego rozktadu a priori
parametrdéw ByrZy jest funkcja Jeffreys’a [1961] postaci

)

(3) g(ﬂi'§11)‘ |§i| ( = oznacza proporcjonalnosgé)

otrzymamy (Geisser, [1964])

- 2 et Rl
(4 h(z|z3,8;) = cy[1+Ny (N5 = 157 ' (2-2,)8] ' (2-2,)]
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gdzie

4 ' i)
9 e, = 'y oy + 0T ray /2 ey /21| s, | 2
I ORE R 3
Funkcja h(glii,gi) dana wzorem (4) jest funkcja gestos-

ci p-wymiarowego rozktadu t (Cornish, [1954]).

Zajmiemy sie teraz nieznanym prawdopodobieristwem a priori
Qyr i=1,...,k.

Oznaczmy przez A; zdarzenie, ze losowo wybrana obserwacja
z N elementowej préby pobranej z populacji Mireee sy jest
obserwacja pochodzgcg z populacji Mye % w15 ok i Ke

Zatézmy, ze w N-elementowej prébie wykluczajace sie zda-
rzenia A1,A2,...,Ak wystapily odpowiednio N1,N2,...,Nk razy.
Zatézmy dalej, Ze nieznane prawdopodobiedstwo gq; Jjest esty-

mowane przez N,/N gdzie N =:L N oraz P(A;) = q,.
i i : i : |

Zatem prawdopodobieristwo, ze zdarzenie A1 wystapi Ni

N

razy wynosi qi1 i X3czne prawdopodobieristwo, ze zdarzenie A1

wystapi N1 razy, A, wystapi N, razy, itd., Ay wystapi N

N1 Nz N.
razy wynosi qy * Dy teeet G oo
N!

O S S B
N1IN2!...NkI

Poniewaz liczba takich zdarzef jest réwna

to Iaczny rozklad wektora losowego N1,N2,...,Nk_1 jest (k-1)
- wymiarowym rozkiadem wielomianowym, ktérego funkcja masy
jest postaci:

k N
(6) P(N11N210--'Nk_1IQ1rq200--qu_1) = k n q
n J=1
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gdzie Nk =N - N1 =1 e = Nk—‘l' oraz qk =1 - (}1 -l e qk-1.

Stad funkcje wiarygodno$ci mozemy zapisaé nastepujgco:

k N.
(7) L(q1 quro~-qu_1) ™ rl qu .
J=

Mozna dowieéé (patrz np. Wilks, [1962]), ze zachodzi nastepujg-
ca réwnosé:

Sy o’ -1
8 f g Vk1(1- SR L S SR P
B x.l x2 ...xk x1 e xk 1 2--. xk
K+1
.=1I(vj)
=_]_k+"1_ L
!l vj)
=1

gdzie S jest simplexem postaci:

(x1,x2,...,xk): xizo, 1-2" 1,275 7K,

N~
»
¥4
A
—

oraz vi>0, dinl g w2y e vgks

Calka wystegpujgca w (8) nazywa sie catka Dirichleta i jest ona

uogélnieniem funkcji beta.

W zwigzku z tym funkcja gestosci postaci:

(9) f(x1,x2,...,xk) =
I‘(}; \)j) \J-1 v-1 v-1
J 1 k k+1
X ces Xy (1-X.=c.o=%X,) '
1 1 k
(] rey
J
= < dla (x1,...,xk)es
\-0 dla (x1,...,xk)¢s
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jest nazywana funkcja gestodci k-wymiarowego rozkiadu Dirichle-
ta. Zalézmy teraz, ze funkcja gegstodci prawdopodobierstwa
a priori q Z*gcznego rozktadu zmiennych losowych Qqreeerdy_q

jest funkcja gestos$ci rozkiadu Dirichleta postaci:

a.
© J i=
(10) 9(q1:q2:----qk_1) £=' qj (C!j>or j=1,2,...,k)

przy czym réwnosé (10) wystapi wtedy, gdy jej prawg strong po-

mnozymy przez F[E(aj+1)]/i_]r(aj+1).
] ]

Korzystajac z (7) i (10) otrzymamy gesto$é a posteriori facz-

nego rozkiadz zmiennych qq,...,q_4 *

(11) P(q1,q2,...,qk_1|N1,N2,...,Nk_1) a!Zl q.J i,

przy czym réwnoéé w (11) zachodzi wtedy gdy prawa strone (11)

pomnozymy przez I'[I (N.+a.+1)]/ l T (N.+a.+1).
3 35N 3 b A

Poniewaz prawdopodobienistwo a posteriori zdarzenia Ze obser-
wacja z pochodzi z populacji ny zalezy od 9y to w celu zna-
lezienia bezwarunkowego prawdopodobieristwa a posteriori P(m,|2)
musimy zmodyfikowaé gestoéé (11) przez uzaleznienie jej od z.
Lemat.

Niech A,B,C beda zdarzeniami spetniajgcymi nastgpujgce wa-
runki:

(i) ANC = A
(ii) P(BNC) = P(B) P(C).
Zachodzi nastepujacy zwigzek

(12) P(A|BNn C)= P(An C) P(B|A).
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Dowéd .
Poniewaz zachodzi réwnodé

P(ANBNC)

P(B|ANC) P(ANC), to na mocy (i) mamy

P(ANBNC) = P(B|A) P(ANC).
Dzielgc obie strony ostatniej réwnosdci przez P(BNnC) i korzy-

stajac z (ii) mamy

P(ANBNC) _ P(B|A) P(ANC)
P(BNC) ~  P(B) P(C) i

Ostatecznie wiec

P(A|BNC) = P(B|A) P(A|C) =P (B|A) P(A|C), c.n.d.

P(B)
Z (12) wynika, Ze

(13) P(Q1lq2:---lqk_1IEIN1IN21---1Nk_1)

1
LACOTL-PYRRRYL WYL PYRERYL WD IR X+ TPL PIERENL DI oy

k
gdzie: h(g|q1 rq2:---qu_1) 321 h(El}_‘lej):
k k
h(z) = & (N + a. +1) h(zlu oZs )/ z (N +a.+1) .
=1 j=1 ]
Zatem:

N. +aJ
(14) P(q1rq2:---:qk1|ZN1:N2,---.Nk 1)"‘|-Iq EE‘I'

34 h(EIEjIEj)

oraz

(15) [ «oof P(Qqreees@y q|Z2/Nqreee N P (ny|2,9)dq .. dq,_4 =

N:+a
3 z

Pinglz) =/...f [ q)

j j qjh(ilkjlzj)P(“iIEIq)dql‘"qu_-‘l

3
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gdzie P(nilg,q) = q;h(z|p,.2;)/ § qjh(g|gj,§j).
Dalej mamy

I‘[Z(NJ+aJ+1)] h(z|p;.Zy)

N+a
Piny|2)= [1r(uj+aj+1) Y5 f7 a7 7 qyday...day =

I (N, +a,+2) I‘(u +N. +1)
I‘[E (Nj+ﬂj+1)] h(_z_lﬁjlg-) i i :!:Il
i J j#i 3

%
r1r(nj+aj+1) PL T (ag#Ny+1)+1]
3 o

h(z)

i r[); (Nj+ay+1) Th(2Z[uy,25) (mi+r'xi+1)r(1\11+.1‘1+1)j|;'|:L I (ag+Ny+1)
[j_l I (Nj+ag+1) h(z) [1+ £ (aytNy+1) )

h(glgi,gi) ag + Ny + 1

h{z) I (aJ+Nj+ﬂ %

Tak wiec

(N, + a. + 1) h(z * So)
(16) P(n|z) = —1—3 Eley gy At g Nk
Ej (Nj+uj+1)h(_z_|gjr§j)

Réwnoéé (16) przedstawia poszukiwane prawdopodobieristwo a po-
steriori zaklasyfikowania obserwacji z do populacji i gdy
nieznane sj prawdopodobienrstwa a priori dyr ze obserwacja 2z
pochodzi z populacji ny, oraz gdy nieznane sj parametry By
Eyr 1=1,2,...,k.
Uwaga.

Wielkosé ay nalezy interpretowaé jako czesciowg informacje

o wartodci Q5 jezeli qy nie jest znane, i =1,...,k.
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Jezeli a4 = ... = o = a oraz N1 = ... =N_=M, to réwnosé

(16) przyjmuje postaé

h(Elhi'Ei)

LT R 5 e e Sk

Zauwazmy, ze przypadek ten odpowiada sytuacji, kiedy gqy nie
sa znane i kiedy zaktada sieg, ze wszystkie q; sa sobie réwne

B iy o N
n. g =dy = «er =g =
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DISCRIMINANT ANALYSIS OF NORMAL POPULATIONS WITH

UNKNOWN PARAMETERS AND UNKNOWN PRIOR PROBABILITIES

Summary

Let us assume that the observed random vector §i=(z1,...,zp)'
from population ny has a p-dimensional normal distribution
with a mean vector k; and a positive definite covariance
matrix Z,, i =1,2,...,k. A multivariate observation z is
known and it belongs to one of k multivariate normal popula-
tions e but it is not known to which.

If the prior probability that 2z belongs to ny is qy
where Zqi =1, and the parameters of n; are known, it is
relatively easy to compute the likelihood that 2z belongs to
n; and then to combine this, via Bayes's theorem, with the
prior probability in order to obtain the posterior probability.

-In the present paper we consider the discrimination between
ni's when the qi's and the parameters of ni's are a priori

unknown.



